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Grundlagen

Definition. Eine geschlossene ebene Kurve ist eine reguläre
parametrisierte Kurve α : [a, b] → R2, sodass α und alle ihre
Ableitungen an den Intervallgrenzen a und b übereinstimmen.

α(a) = α(b), α′(a) = α′(b), α′′(a) = α′′(b), . . .

Definition. Eine (geschlossene ebene) Kurve α heißt einfach,
wenn sie keine weiteren Selbstüberschneidungen neben dem
Verbindungspunkt an den Intervallgrenzen hat.

∀t1, t2 ∈ [a, b), t1 6= t2 : α(t1) 6= α(t2)

Flächeninhalt geschlossener Kurven

Definition. Das Innere von C ist das durch die einfache
geschlossene Kurve C umrandete Gebiet in der Ebene. Der
Flächeninhalt des Inneren wird auch als von C eingeschlos-
sener Flächeninhalt bezeichnet.

Definition. Die Orientierung einer Kurve C bestimmt sich
über die Lage des Inneren von C: Ist die Fläche auf der linken
Seite der Kurve ist die Orientierung positiv.

Satz. Sei α(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b] eine positiv orientierte
einfache geschlossene Kurve und A der von der Kurve einge-
schlossene Flächeninhalt.

Dann gilt:

A = −
∫ b

a

y(t)x′(t) dt =

∫ b

a

x(t)y′(t) dt

=
1

2

∫ b

a

(x(t)y′(t)− y(t)x′(t)) dt

(1)

Exkurse

Geometrisches und arithmetisches Mittel

Das geometrische Mittel zweier Zahlen a, b ∈ R ist kleiner oder
gleich des arithmetischen Mittels dieser Zahlen,

√
a ·
√
b ≤ a+ b

2
,

die Gleichheit gilt genau dann auf, wenn a = b.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Für Skalarprodukte der Vektoren v, w ∈ Rn gilt

|〈v, w〉|2 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉,

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Für v =

(
v1
v2

)
, w =

(
w1

w2

)
∈ R2 gilt insbesondere

|v1w1 + v2w2|2 ≤ (v21 + v22) · (w2
1 + w2

2).

Isoperimetrische Ungleichung

Satz. Sei C eine einfache geschlossene ebene Kurve mit der
Länge ` und A der Flächeninhalt des Inneren von C.

Dann gilt die isoperimetrische Ungleichung

`2 − 4πA ≥ 0, (2)

oder auch

A ≤ `2

4π
,

die Gleichheit gilt genau dann, wenn C einen Kreis beschreibt.

A+ πr2 =

∫ `

0

(xy′ − ȳx′) ds ≤
∫ `

0

√
(xy′ − ȳx′)2 ds

≤
∫ `

0

√
(x2 + ȳ2)((x′)2 + (y′)2) ds

=

∫ `

0

√
x̄2 + ȳ2 ds =

∫ `

0

r ds = `r

(3)

√
A ·
√
πr2 ≤ A+ πr

2
≤ `r

2
(4)

Abbildung 1: (do Carmo 2016, Bild 1.24, angepasst)
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